
ganzrationale Zahlen

Vom Uhrwerk zum Bruchrechnen

Projekt Idee
Aus einer Handvoll Zahnräder soll ein Uhrwerk gebaut werden. Das Uhrwerk soll dafür 
sorgen, dass nach einer Umdrehung des Minutenzeigers der Stundenzeiger um eine volle 
Einheit weiter rückt.

Das Projekt kann in einer weiteren Stufe ausgebaut werden, in der das Ziffernblatt Markie-
rungen für 24 Stunden erhält.

Didaktische Hinweise
Treibt ein Zahnrad ein anderes an, so entsteht eine sogenannte Übersetzung.

In der Abbildung ist ein Getriebe bestehend aus zwei Zahnrädern dargestellt. Das mit der 
Kurbel angetriebene Zahnrad hat 12 Zähne. Das andere Zahnrad hat 36 Zähne.

Macht die Kurbel 3 Umdrehungen, so macht das große Zahnrad lediglich 1 Umdrehung. 
Das Verhältnis der Umdrehungen wird Übersetzungsverhältnis genannt.

i1=
36
12

 ist das Übersetzungsverhältnis

Das Übersetzungsverhältnis gibt somit an, wie viele Umdrehungen die Kurbel (und damit 
das Antriebszahnrad) machen muss, damit das angetriebene Zahnrad (Abtriebszahnrad) 
eine Umdrehung macht. Im Beispiel von oben muss die Kurbel 3 Umdrehungen machen, 
damit das große Zahnrad eine Umdrehung macht.
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Das gleiche Übersetzungsverhältnis entsteht, wenn das Getriebe mit folgenden Zahnrä-
dern aufgebaut würde:

Antriebszahnrad:  (8 Zähne)

Abtriebszahnrad: (24 Zähne)

Das Übersetzungsverhältnis ist i1=
8
24

=3

Es lassen sich schnell weitere Kombinationen von Zahnräder finden, die das gleiche Über-
setzungsverhältnis haben:

Antriebszahnrad: 6 Zähne

Abtriebszahnrad: 18 Zähne

Dieser Sachverhalt zeigt, dass in den ganzrationalen Zahlen für einen Wert unendlich viele
Darstellungen existieren. Eine Eigenschaft, die es weder in ℤ  noch in ℕ  gibt.

Aus dieser Erkenntnis ergibt sich die Frage nach der Überführung des einen Verhältnis in 
das andere:

12
36

→
? 6
18

 und 
6
18

→
? 12
36

Bei genauer Betrachtung der Zähler und Nenner kann das Kürzen bzw. Erweitern entdeckt
werden:

 
12÷2
36÷2

= 6
18

 und 
6⋅2
18⋅2

=12
36

 Außerdem erhält der Kehrwert eines Bruchs in dem Getriebebeispiel eine Bedeutung.

Ist das Übersetzungsverhältnis i1=
36
12

=3  so bedeutet es (wie oben bereits erwähnt), dass

die Kurbel 3 Umdrehungen machen muss, damit das Abtriebszahnrad eine Umdrehung 
macht. Daraus kann folgende Fragestellung abgeleitet werden:

Wie viele Umdrehungen macht das Abtriebszahnrad, wenn die Kurbel nur eine Umdre-
hung macht?
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Diese Frage lässt sich mit Hilfe des Dreisatz beantworten:

Umdrehungen des
Antriebszahnrad

Umdrehungen des
Abtriebszahnrad

3 =̂ 1 |÷3
3÷3 =̂ 1÷3

1 =̂ 1
3

Das Abtriebszahnrad macht nur 
1
3

 Umdrehungen, was genau dem Kehrwert des Überset-

zungsverhältnis entspricht.

Wird das Getriebe um eine Übersetzung erweitert, so kann sich das Übersetzungsverhält-
nis des gesamten Getriebes ändern.

Auf die Achse des Abtriebszahnrads wird ein zusätzliches Zahnrad mit 8 Zähnen ange-
bracht. Dieses Zahnrad verhält sich bezüglich der Umdrehungen gleich zu dem Zahnrad 
mit den 36 Zähnen.

Das Zahnrad mit den 8 Zähnen treibt wiederum ein Zahnrad mit 40 Zähnen an. Aus den 
vorhergehenden Erkenntnissen ergibt sich folgendes Übersetzungsverhältnis für die zu-
sätzliche Übersetzung:

i2=
40
8

=5

Macht das Zahnrad mit den 8 Zähnen 5 Umdrehungen, so macht das Zahnrad mit den 
40 Zähnen 1 Umdrehung.

Es drängt sich unmittelbar die Frage auf:

Wie viele Umdrehungen muss die Kurbel machen, damit sich das Zahnrad mit den 
40 Zähnen einmal dreht?
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Oben wurde festgehalten, dass das Zahnrad mit den 8 Zähnen 5 Umdrehungen machen 
muss. Somit muss auch das Zahnrad mit den 36 Zähnen 5 Umdrehungen machen. Dar-
aus ergibt sich, dass die Kurbel i1⋅i2=3⋅5=15  Umdrehungen machen muss. Daraus folgt 

unmittelbar, dass

36
12⏟
=i1

⋅40
8⏟
=i2

=15

Umgekehrt muss aber auch gelten, dass wenn die Kurbel 1 Umdrehung macht das Zahn-
rad mit den 40 Zähnen

1
3
⋅1
5
= 1
15

Umdrehungen macht. Das Beispiel zeigt unmittelbar die Sinnhaftigkeit der Definition der 
Multiplikation von Brüchen.

Das Material
Variante     1:  

Die Schülerinnen und Schüler erhalten einen „Baukasten“ mit dem sie das geforderte Uhr-
werk bauen können. So ein „Baukasten“ kann z.B. aus folgenden Teilen bestehen:

Dem Basismodul, auf dem das Uhrwerk aufgebaut werden kann. 
Eine Bauanleitung für das Basismodul verbirgt sich hinter dem Link 
https://www.henriks-mathewerkstatt.de/
1795.ganzrationale_Zahlen.Basismodul.Bauanleitung.pdf

Diverse Zahnräder, Achsen und Verbinder:

Zahnräder Achsen Sonstiges

Auf der Internetseite

https://www.bricklink.com/browseStores.asp?countryID=DE&groupState=Y 

finden sich zahlreiche Händler, bei denen die Teile für den „Baukasten“ bestellt werden 
können. Alle Teile haben sogenannte Design IDs. Eine entsprechende  Auflistung findet 
sich in folgendem Dokument
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https://www.henriks-mathewerkstatt.de/
2391.ganzrationale_Zahlen.Teile_DesignIDs.pdf

Mit den Design IDs lassen sich auf bricklink die
Teile schnell auffinden.

Variante 2:

In einer GeoGebra App wird das Uhrwerk zusam-
mengebaut. Die GeoGebra App ist unter dem Link
https://www.geogebra.org/m/rww7mvkr zu finden.

Mittels der Schieberegler können zum einen die
Übersetzungen bestimmt und zum anderen weite-
re Übersetzungen hinzugefügt werden.

Das Uhrwerk lässt sich praktisch ausprobieren, in
dem am obersten (grünen) Rad mit der Maus
(PC) oder dem Finger (Smartphone/Tablet) das
Rad an der Kurbel gedreht wird. Die abgebildete
Uhr verhält sich dabei so, dass der Minutenzeiger
genau mit dem Kurbelrad mitgeht. Der Stunden-
zeiger hingegen verhält sich gleich dem letzten
Rad des Getriebes.

Didaktische Hinweise zum Material:

Variante 1 besticht durch den haptischen Umgang
mit Mathematik. Es werden Getriebe real gebaut und real untersucht. Berücksichtigt wer-
den sollte jedoch die Tatsache, dass für ein gewünschtes Getriebe eine passende Loch-
kombination im Basismodul gefunden werden muss, um ein gutes Ineinandergreifen der 
Zahnräder sicherzustellen. Dies Bedarf mit zunehmender Anzahl von Übersetzungen eine 
gewisse Tüftelei. Hierin muss nicht unbedingt ein Nachteil gesehen werden, da nach dem 
erfolgreichen Bau eines Getriebes mit gewünschtem Übersetzungsverhältnis das Erfolgs-
erlebnis um so größer ist.

Der größte Vorteil von Variante 2 gegenüber Variante 1 besteht in der Beschaffung des 
Materials. Während für Variante 1 mühsam alle Einzelteile in ausreichender Menge zu-
sammengetragen werden müssen, wird für Variante 2 lediglich ein Link benötigt, mit dem 
die Schülerinnen und Schüler das interaktive Arbeitsblatt auf ihren digitalen Endgeräten 
(z.B. Smartphones) öffnen können.
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Projektvorbereitung
Bevor mit dem eigentlichen Projekt begonnen wird, sollten Begriffe wie z.B. Getriebe, 
Übersetzung, Antrieb und Abtriebt geklärt werden. Der Link https://www.henriks-
mathewerkstatt.de/1609.ganzrationale_Zahlen.Bruchzahlen.Uebersetzung.Folie.pdf ver-
weist auf eine Folie, die dazu genutzt werden kann.

Es kann auch in Betracht gezogen werden die beiden Forschungsaufträge aus dem 
nächsten Abschnitt (siehe Seite 7) vor dem eigentlichen Projektauftrag voranzustellen.

Projektauftrag
Mit folgendem Auftrag steigen die Schülerinnen und Schüler in das Projekt ein:

Aus den gegebene Zahnrädern ist ein Uhrwerk zu bauen.
Das Uhrwerk soll folgende Eigenschaft haben: macht der Minutenzeiger 1 Umdre-
hung, so soll der Stundenzeiger auf die nächste Ziffer im Zifferblatt zeigen.
Es ist zu beweisen, dass das gebaute Uhrwerk genau diese Eigenschaft besitzt.

Der Projektauftrag ist zielgerichtet, aber dennoch sehr offen formuliert. Möglich ist, dass es
Schülerinnen und Schüler gibt, die bei der Umsetzung Hilfe benötigen.
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Zusätzliche Forschungsaufträge können dem gerecht werden:
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Forschungsauftrag 1

• Bauen Sie aus zwei Zahnrädern ein Getriebe.

• Bestimmen Sie das Übersetzungsverhältnis der 
beiden Zahnräder.

• Bestimmen Sie die Anzahl der Umdrehungen des 
Antriebszahnrads, damit das Abtriebszahnrad eine 
Umdrehung macht.

• Bestimmen Sie die Anzahl der Umdrehungen des 
Abtriebszahnrads, wenn das Antriebszahnrad eine 
Umdrehung macht.

• Finden Sie weitere Paare von Zahnrädern mit den 
gleichen Eigenschaften.

Forschungsauftrag 2

• Bauen Sie aus vier Zahnrädern ein Getriebe mit 
zwei Übersetzungen. Dabei befindet sich das Ab-
triebszahnrad der ersten Übersetzung auf der glei-
chen Achse wie das Antriebszahnrad der zweiten 
Übersetzung. Beispielsweise so

• Bestimmen Sie die Übersetzungsverhältnisse i1  

und i2  der beiden Übersetzungen.

• Bestimmen Sie mit Hilfe des Modells (durch experi-
mentieren) das Übersetzungsverhältnis ig  des ge-

samten Getriebes.

• Stellen Sie einen Zusammenhang zwischen i1 , i2  

und ig  her.
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Projektergebnis
Das Projektergebnis besteht aus zwei Teilen:

1. Das Uhrwerk selbst:

2. Einer Dokumentation mit folgendem Inhalt:

• Projektauftrag

• Fotos des Uhrwerks bzw. Screenshots

• Nachweis, dass das Uhrwerk die im Projektauftrag beschrieben Eigenschaften be-
sitzt
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