Zh, s 9anzrationale Zahlen

Vom Uhrwerk zum Bruchrechnen
Projekt Idee

Aus einer Handvoll Zahnrader soll ein Uhrwerk gebaut werden. Das Uhrwerk soll daftr
sorgen, dass nach einer Umdrehung des Minutenzeigers der Stundenzeiger um eine volle
Einheit weiter ruckt.

O=0=-0

Das Projekt kann in einer weiteren Stufe ausgebaut werden, in der das Ziffernblatt Markie-
rungen fur 24 Stunden erhalt.

Didaktische Hinweise

Treibt ein Zahnrad ein anderes an, so entsteht eine sogenannte Ubersetzung.

In der Abbildung ist ein Getriebe bestehend aus zwei Zahnradern dargestellt. Das mit der
Kurbel angetriebene Zahnrad hat 12 Zahne. Das andere Zahnrad hat 36 Zahne.

Macht die Kurbel 3 Umdrehungen, so macht das grof3e Zahnrad lediglich 1 Umdrehung.
Das Verhaltnis der Umdrehungen wird Ubersetzungsverhaltnis genannt.

i,= % ist das Ubersetzungsverhaltnis

Das Ubersetzungsverhéltnis gibt somit an, wie viele Umdrehungen die Kurbel (und damit
das Antriebszahnrad) machen muss, damit das angetriebene Zahnrad (Abtriebszahnrad)
eine Umdrehung macht. Im Beispiel von oben muss die Kurbel 3 Umdrehungen machen,
damit das grof3e Zahnrad eine Umdrehung macht.
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Das gleiche Ubersetzungsverhaltnis entsteht, wenn das Getriebe mit folgenden Zahnréa-
dern aufgebaut wirde:

A~
Antriebszahnrad: | (8 Zahne)
IS 2P
G
Abtriebszahnrad: ‘ (24 Zahne)

Das Ubersetzungsverhéltnis ist i = %:3

Es lassen sich schnell weitere Kombinationen von Zahnrader finden, die das gleiche Uber-
setzungsverhaltnis haben:

Antriebszahnrad: 6 Zdhne
Abtriebszahnrad: 18 Zahne

Dieser Sachverhalt zeigt, dass in den ganzrationalen Zahlen fir einen Wert unendlich viele
Darstellungen existieren. Eine Eigenschaft, die es weder in Z nochin IN gibt.

Aus dieser Erkenntnis ergibt sich die Frage nach der Uberfiihrung des einen Verhaltnis in
das andere:

1255 jat 312
36 18 18 36
Bei genauer Betrachtung der Zahler und Nenner kann das Kirzen bzw. Erweitern entdeckt

werden:

12:2_6 4 62 12

36-2 18 182 36

AulRerdem erhalt der Kehrwert eines Bruchs in dem Getriebebeispiel eine Bedeutung.

Ist das Ubersetzungsverhaltnis i :%:3 so bedeutet es (wie oben bereits erwahnt), dass

1
die Kurbel 3 Umdrehungen machen muss, damit das Abtriebszahnrad eine Umdrehung
macht. Daraus kann folgende Fragestellung abgeleitet werden:

Wie viele Umdrehungen macht das Abtriebszahnrad, wenn die Kurbel nur eine Umdre-
hung macht?
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Diese Frage lasst sich mit Hilfe des Dreisatz beantworten:

Umdrehungen des Umdrehungen des
Antriebszahnrad Abtriebszahnrad
3 = 1 | +3
3+3 = 1+3
1 = 1
3

Das Abtriebszahnrad macht nur % Umdrehungen, was genau dem Kehrwert des Uberset-

zungsverhaltnis entspricht.

Wird das Getriebe um eine Ubersetzung erweitert, so kann sich das Ubersetzungsverhalt-
nis des gesamten Getriebes andern.

@12141570 | S 1919
| o gy |

e ——

Auf die Achse des Abtriebszahnrads wird ein zusétzliches Zahnrad mit 8 Zahnen ange-
bracht. Dieses Zahnrad verhalt sich bezuglich der Umdrehungen gleich zu dem Zahnrad
mit den 36 Z&hnen.

Das Zahnrad mit den 8 Z&hnen treibt wiederum ein Zahnrad mit 40 Zahnen an. Aus den
vorhergehenden Erkenntnissen ergibt sich folgendes Ubersetzungsverhaltnis fir die zu-
séatzliche Ubersetzung:

Macht das Zahnrad mit den 8 Zadhnen 5 Umdrehungen, so macht das Zahnrad mit den
40 Zahnen 1 Umdrehung.

Es drangt sich unmittelbar die Frage auf:

Wie viele Umdrehungen muss die Kurbel machen, damit sich das Zahnrad mit den
40 Zahnen einmal dreht?
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Oben wurde festgehalten, dass das Zahnrad mit den 8 Zahnen 5 Umdrehungen machen
muss. Somit muss auch das Zahnrad mit den 36 Zahnen 5 Umdrehungen machen. Dar-
aus ergibt sich, dass die Kurbel i -i,=3-5=15 Umdrehungen machen muss. Daraus folgt

unmittelbar, dass

Umgekehrt muss

36 40
12 8

—_—

:ll :12

aber auch gelten, dass wenn die Kurbel 1 Umdrehung macht das Zahn-

rad mit den 40 Zahnen

1

1_
515

W |

Umdrehungen macht. Das Beispiel zeigt unmittelbar die Sinnhaftigkeit der Definition der
Multiplikation von Brichen.

Das Material

Variante 1:

Die Schilerinnen

und Schiler erhalten einen ,Baukasten® mit dem sie das geforderte Uhr-

werk bauen kénnen. So ein ,Baukasten” kann z.B. aus folgenden Teilen bestehen:

Dem Basismodul, auf dem das Uhrwerk aufgebaut werden kann.
Eine Bauanleitung fir das Basismodul verbirgt sich hinter dem Link
https://www.henriks-mathewerkstatt.de/
1795.ganzrationale_Zahlen.Basismodul.Bauanleitung.pdf

Diverse Zahnrader, Achsen und Verbinder:

Zahnrader Achsen Sonstiges

paa. , u e >
b eS¢ IS (@) =P, X
~ ~ 1Y e(,uff,, RGNS 4.\1'31.. / / = = % G

Auf der Internetseite

https://iwww.bricklink.com/browseStores.asp?countrylID=DE&qgroupState=Y

finden sich zahlreiche Handler, bei denen die Teile fur den ,Baukasten” bestellt werden
kénnen. Alle Teile haben sogenannte Design IDs. Eine entsprechende Auflistung findet
sich in folgendem Dokument
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https://www.henriks-mathewerkstatt.de/
2391.ganzrationale_Zahlen.Teile_DesignIDs.pdf

Mit den Design IDs lassen sich auf bricklink die
Teile schnell auffinden.

Variante 2:

In einer GeoGebra App wird das Uhrwerk zusam-
mengebaut. Die GeoGebra App ist unter dem Link
https://www.geogebra.org/m/rww7mvkr zu finden.

IYIitteIs der Schieberegler kénnen zum einen die A Uhrwerk
Ubersetzungen bestimmt und zum anderen weite- v oss (s Getahe i empaeg seseri e,
re Ubersetzungen hinzugefuigt werden. @
Das Uhrwerk lasst sich praktisch ausprobieren, in oG
dem am obersten (griinen) Rad mit der Maus ™
(PC) oder dem Finger (Smartphone/Tablet) das o nome W

Rad an der Kurbel gedreht wird. Die abgebildete
Uhr verhélt sich dabei so, dass der Minutenzeiger
genau mit dem Kurbelrad mitgeht. Der Stunden-
zeiger hingegen verhalt sich gleich dem letzten
Rad des Getriebes.

Didaktische Hinweise zum Material:

Variante 1 besticht durch den haptischen Umgang

mit Mathematik. Es werden Getriebe real gebaut und real untersucht. Beriicksichtigt wer-
den sollte jedoch die Tatsache, dass fir ein gewlnschtes Getriebe eine passende Loch-
kombination im Basismodul gefunden werden muss, um ein gutes Ineinandergreifen der
Zahnrader sicherzustellen. Dies Bedarf mit zunehmender Anzahl von Ubersetzungen eine
gewisse Tiftelei. Hierin muss nicht unbedingt ein Nachteil gesehen werden, da nach dem
erfolgreichen Bau eines Getriebes mit gewiinschtem Ubersetzungsverhéltnis das Erfolgs-
erlebnis um so grof3er ist.

Der grof3te Vorteil von Variante 2 gegenuber Variante 1 besteht in der Beschaffung des
Materials. Wahrend fir Variante 1 mihsam alle Einzelteile in ausreichender Menge zu-
sammengetragen werden missen, wird fir Variante 2 lediglich ein Link bendtigt, mit dem
die Schilerinnen und Schuler das interaktive Arbeitsblatt auf inren digitalen Endgeraten
(z.B. Smartphones) 6ffnen kdnnen.

Dieses Werk ist lizenziert unter einer Creative Commons Namensnennung 4.0 International Lizenz.
2022 Henrik Horstmann 5



http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://www.geogebra.org/m/rww7mvkr
https://www.henriks-mathewerkstatt.de/2391.ganzrationale_Zahlen.Teile_DesignIDs.pdf
https://www.henriks-mathewerkstatt.de/2391.ganzrationale_Zahlen.Teile_DesignIDs.pdf
https://www.henriks-mathewerkstatt.de/2391.ganzrationale_Zahlen.Teile_DesignIDs.pdf
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

_@ﬂm ganzrationale Zahlen

Projektvorbereitung

Bevor mit dem eigentlichen Projekt begonnen wird, sollten Begriffe wie z.B. Getriebe,
Ubersetzung, Antrieb und Abtriebt geklart werden. Der Link https://www.henriks-
mathewerkstatt.de/1609.ganzrationale_Zahlen.Bruchzahlen.Uebersetzung.Folie.pdf ver-
weist auf eine Folie, die dazu genutzt werden kann.

Getriebe (Begriffe und Ubersetzungsverhaltnis)

Antrieb

Abtrieb

Z = Anzahl Z3hne
eines Zahnrads

‘, - iLQ Ubersetzungsverhéltnis
- n s ;7 otrieb
\.IGI@&O&-"&@IS’IO a12]1@ Z pntrieb
Ty ' Beispiel:
'YX EREE N RN XN ) 24

7
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Es kann auch in Betracht gezogen werden die beiden Forschungsauftrage aus dem
nachsten Abschnitt (siehe Seite 7) vor dem eigentlichen Projektauftrag voranzustellen.

Projektauftrag

Mit folgendem Auftrag steigen die Schuilerinnen und Schiler in das Projekt ein:

Aus den gegebene Zahnréadern ist ein Uhrwerk zu bauen.

Das Uhrwerk soll folgende Eigenschaft haben: macht der Minutenzeiger 1 Umdre-
hung, so soll der Stundenzeiger auf die néchste Ziffer im Zifferblatt zeigen.

Es ist zu beweisen, dass das gebaute Uhrwerk genau diese Eigenschaft besitzt.

Der Projektauftrag ist zielgerichtet, aber dennoch sehr offen formuliert. Moglich ist, dass es
Schulerinnen und Schiiler gibt, die bei der Umsetzung Hilfe bendtigen.
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Zusatzliche Forschungsauftrage konnen dem gerecht werden:

Forschungsauftrag 1
* Bauen Sie aus zwei Zahnréddern ein Getriebe.

« Bestimmen Sie das Ubersetzungsverhéltnis der
beiden Zahnrader.

* Bestimmen Sie die Anzahl der Umdrehungen des
Antriebszahnrads, damit das Abtriebszahnrad eine
Umdrehung macht.

* Bestimmen Sie die Anzahl der Umdrehungen des
Abtriebszahnrads, wenn das Antriebszahnrad eine
Umdrehung macht.

* Finden Sie weitere Paare von Zahnradern mit den
gleichen Eigenschaften.

— Forschu ngsauftrag 2

* Bauen Sie aus vier Zahnradern ein Getriebe mit
zwei Ubersetzungen. Dabei befindet sich das Ab-
triebszahnrad der ersten Ubersetzung auf der glei-
chen Achse wie das Antriebszahnrad der zweiten
Ubersetzung. Beispielsweise so

12121075

i - ‘ﬂ‘gl

.

« Bestimmen Sie die Ubersetzungsverhaltnisse i

und i, der beiden Ubersetzungen.
* Bestimmen Sie mit Hilfe des Modells (durch experi-
mentieren) das Ubersetzungsverhéltnis ig des ge-

samten Getriebes.

+ Stellen Sie einen Zusammenhang zwischen i, i,

und i her.
g
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Projektergebnis

Das Projektergebnis besteht aus zwei Teilen:

1. Das Uhrwerk selbst:
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2. Einer Dokumentation mit folgendem Inhalt:
* Projektauftrag

* Fotos des Uhrwerks bzw. Screenshots

03:00 Uhr

09:00 Uhr

* Nachweis, dass das Uhrwerk die im Projektauftrag beschrieben Eigenschaften be-

sitzt
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