Aufgaben: Modellieren und Optimieren

Produkt mdglichst grof3
ist.

Aufgaben: Optimieren und Modellieren

Nr. Aufgabe Losung
1| Zerlege die Zahl 14 in Term:
zwei Summanden, deren | p=x-y

Nebenbedingungen: 14 = x+y
Definitionsbereich: x, y€[0;14]

Zielfunktion: p(x) = x-y
= x(14—x)
= —x’+14x
Extrema:
Die Funktion und alle bendtigten Ableitungen:
plx) = —x’+14x
p'(x) = —2x+14
p'x) = -2

Berechne die Nullstellen der 1. Ableitung:
Setze p'(x)=0:

—2x+14 = 0 |-14
—2x = —14 |+(-2)
x =7

Untersuche die Stelle x = 7:

Pl = -2

p''(7) <0 = Hochpunkt an der Stelle x =7
Uberpriifung der Randwerte:

p(0) = 0

p(7) = 49;>dlobales Maximum an der Stelle x=7 auf D
p(14) = 0
Ergebnis: 7
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Bestimmen Sie u, so dass
die Flache des Rechtecks
so grof wie moglich wird.

Nr. Aufgabe Losung
N
Nebenbedingungen: v = f(u)= —%u2+6
: Vi Definitionsbereich: u€[0;4], ve[0; 6]
‘ : Zielfunktion: 4(u) = 2u-v
EEEN IR = 2u(—%u2+6)

= —%u3+12u
Extrema:
Die Funktion und alle benétigten Ableitungen:
Alu) = —%u3+12u
A'(u) = —%u2+12
A (u) = —%u

Berechne die Nullstellen der 1. Ableitung:
Setze A4'(u) = 0:

—%u2+12 =0 |-12
—%uz = -12 H—%)
=5 W
u, = 4@
u, = —4\/%

Untersuche die Stelle u = 4@:

A”(4\/g) <0 = Hochpunkt an der Stelle u = 4\E

1

3

A’ '(—4@) < 0 = Tiefpunkt an der Stelle u = —4\/§

Uberpriifung der Randwerte:

Untersuche die Stelle u =—4

A0) = 0
A(4 %) - 32 =globales Maximum an der Stelle “:4\/;: auf D
A(4) = 0
o4yt
Ergebnis: 3
(~2,3094)
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Nr. Aufgabe Losung

3| Ein Rechteck soll mit Term:
16 m Zaun eingefasst A=1-b
werden. An der Nebenbedingungen: [/+2b =16

Hauswand ist kein Zaun | Definitionsbereich: /€[0;16], b€[0; 8]
notig. Wie gro kann die | Zielfunktion: A(p) = [-b

Flache maximal werden? = (16—2b)-b
= 16b-2b°
- = —2b°+16b
b
Extrema:
Die Funktion und alle benétigten Ableitungen:
A(b) = —2b+16x
A'(b) = —4b+16
A"'(b) = -4

Berechne die Nullstellen der 1. Ableitung:
Setze A4'(b)=0:

—4b+16 = 0  |-16
—-4b = —16 |+(—4)
b = 4

Untersuche die Stelle 5= 4:

A'(4) = -4
A''(4) <0 = Hochpunkt an der Stelle » = 4
[=16—-8=38
A=8-4=32
Uberprifung der Randwerte:
A(0) = 0
A(4) = 32p=globales Maximum an der Stelle =4 auf D
AB) = 0
Ergebnis: 32
4 Term:
u-v
A=——
2
Nebenbedingungen: v = f (u) = —%u2+5
Definitionsbereich: u,v€[0,16]
Zielfunktion: Alw) = u2~v
Bestimmen Sie u, so dass 1,
die Flache des Dreiecks u- (‘g” +5)
so grof wie moglich wird. = 3
~ —% w+5u
B 2
_L s
10 u+ 5 u
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Aufgaben: Optimieren und Modellieren

Nr. Aufgabe Losung
Extrema:
Die Funktion und alle benétigten Ableitungen:
S
Alu) = T + Su
() = ——mpa
A'(u) = 0¥ + 5
A''"(u) = —%u

Berechne die Nullstellen der 1. Ableitung:
Setze A'(u) =0:

3 2.5 _ 5
0ty =0 ‘ 2
3,2 - 3 i
10 10
o= 2
-3
25
U, = =% 3
u, = 5%
u, = —5%

Untersuche die Stelle u = 5\/%

A’ ’(S\E) < 0 = Hochpunkt an der Stelle u = 5\/%

Untersuche die Stelle u =-5 l:

3

A"(—S \E) <0 = Tiefpunkt an der Stelle u :—5\/3

Uberpriifen der Randwerte:
A4(0) = 0

1

4ls 11 _ 25 1
3/ ~ 33 |=globales Maximum an der Stelle uzs\g auf D

1848
A(16) = ——=2
(16) 5
5.1
Ergebnis: 3
(~2,8868)
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Nr. Aufgabe Losung
5 _ 12 Term:
f(x)= i +2x C2(u—4)- v
A A=—F"—
T 2
. L) Nebenbedingungen: v = f(u) = —iu2+2u
i e Definitionsbereich: u€[4,8], ve[0; 4]
x Zielfunktion: —4)-
Bestimmen Sie u, so dass Alu) = 2(uz¢
die Flache des Rechtecks
so grofd wie méglich wird. = (u—4)- (—iu%z u
= —lu3+2u2+u2—8u
4
= —%u3+3u2—8u
Extrema:
Die Funktion und alle bendtigten Ableitungen:
Alu) = —%u3+3u2—8u
3 >
A'(u) = —=u"+6u—38
4
A (u) = —%u+6

Berechne die Nullstellen der 1. Ableitung:
Setze A'(u)=0:

—%u2+6u—8 = 0

Setze a=-

AW

U, =

u, = 4

, b=6, ¢=—8 in die Lésungsformel ein:

Aufgaben: Optimieren und Modellieren
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Nr. Aufgabe Losung

Untersuche die Stelle u = 4 3_3@ :
4 "(43_73@) >0
= Tiefpunkt an der Stelle u =4 3_3\/5
Untersuche die Stelle u = 4%:
A4 3*3@ <0
= Hochpunkt an der Stelle u =4 3:\/5
Uberpriifung der Randwerte:
Al =0 lobales Maxi der Stell
A 1443 0 :>go a;iﬁaX|mum an der Stelle
3 3V3| u=4 3 auf D
A8) = 0
Ergebnis: 4 3+3\/§ (~6,3094)
6 | Wie lang muss die Term:
Seitenlange der blauen V=h-b

Quadrate sein, damit das | Nebenbedingungen: 12 =2h+b
aus dem gelben Karton | Definitionsbereich: b€[0;12], h€[0; 6]
gefaltete Kastchen Zielfunktion: vih) = h-b
i ?
maximales Volumen hat? h- (12_2}1)2

h-(144—48 h+4 1)
144 h—48 °+4 K’
4R’ —48h°+ 144 h

12cm

l2cm

Extrema:
Die Funktion und alle benétigten Ableitungen:

V(h) = 4K—48K°+144h
V'(h) = 12h°—96h+144
Vi''(h) = 24h—96

Berechne die Nullstellen der 1. Ableitung:

Setze V'(u)=0:

127> — 96h + 144 = 0

Setze a=12, b=—-96, ¢=144 in die Losungsformel ein:

96+V(—96) — 4 - 12 - 144

hl,Z

212
96492166912
h 24
_ 96+2304
- 24
_96+48
B 24

h, = 2

h, = 6

Untersuche die Stelle 4 = 2:

V''(2) <0 = Hochpunkt an der Stelle =2
Untersuche die Stelle u = 6:

V''(6)>0 = Tiefpunktan der Stelle 7 =6
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Nr. Aufgabe Losung
Uberpriifung der Randwerte:
V() = 0
V(2) = 128 =globales Maximum an der Stelle h1=2 auf D
V(6) 0
Ergebnis: 2
7 | Die Kosten eines Betriebs _ _
werden durch Glx) = E(x)-K(x) : 6
_ 2 3 2
K(x):%)g_gxl_i_sox_i_loo =-2x +l60x—(%x - g x4+ 50 x + 1000
beschrieben. =L % 24110 x = 1000
50 5

E(x)=—2x"+160x ist die
Erlosfunktion. Bei welcher
Stuckzahl wird das
Gewinnmaximum erzielt?

Definitionsbereich: 0<x
Berechnung des maximalen Gewinns:

Die Funktion und alle bendtigten Ableitungen:

G(x) = —%xs—%xzﬁ-lle—lOOO
G'(x) = —%x2—§x+110

rr 6 8

G (X) = —%x—g

Berechne die Nullstellen der 1. Ableitung:
Setze G'(x)= 0: mitdem GTR
—58,1787

31,5121

Xy

X

Untersuche die Stelle x = —58,1787:

G''(—58,1787) = 5,3814

G''(—58,1787)> 0 = Tiefpunkt an der Stelle x =—58,1787
G(—58,1787) = —753,4280 = T(-58,1787 | —753,4280)

Untersuche die Stelle x = 31,7731:

G''(31,5121) -5,3815

G''(31,5121) <0 = Hochpunkt an der Stelle x = 31,5121
G(31,5121) = 1046,0829 = H (31,5121 | 1046,0829)

Uberpriifung der Randwerte:

G(0)=—1000 . Da G eine ganzrationale Funktion 3. Grades ist, muss
Sie nach dem Hochpunkt monton fallend sein. Damit hat G an der Stelle
x = 31,7731 ein globales Maximum auf D .

Der maximale Gewinn wird bei einer Stiickzahl von x = 31,5121 ME
erzielt.

Ergebnis ~31,5121

Aufgaben: Optimieren und Modellieren
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Nr. Aufgabe Losung

8|Sei K, das Schaubild Zielfunktion: D(x) = f(x)—h(x)

1
von f:zxz—x+4 und = %xz—x+4—(—%xz+4x—6)
K, das Schaubild von

1> = 3252410
h(x)=——=x"+4x-6 4
2 . Extrema:
An welcher Stelle ist der | pie Funktion und alle bengtigten Ableitungen:
Abstand von K, und X, 3,
am geringsten? D(x) = ¥ =5x+10
D'(x) = %x—S
3
D’ ! — =
(x) >

Berechne die Nullstellen der 1. Ableitung:
Setze D'(x)=0:

%x—S =0 [+5
3. = L3
2x = 5 ‘.2

_ 10
= 10
3

Untersuche die Stelle x = %:

D'’ (1—30) > 0 = Tiefpunkt an der Stelle x = ?

Uberpriifung der Randwerte:

Da es sich bei der Funktion D(x) um ein nach oben geéffnete Parabel
handelt, ist der Tiefpunkt ein globales Minimum.

10

Ergebnis: 3

(~3,3333)
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Nr. Aufgabe Losung

9 Term:
U=2(l+Tr)
r Nebenbedingungen: 50 =1/-2r
] Definitionsbereich: 0</, 0<r

Zielfunktion: U (1) = 2(I+m 7
Das Rechteck hat eine _ 25
Flache von 4=50m"’. = 2|
Wie lang muss [ sein, 507
damit der Umfang der = 2i+——
Form so gering wie Extrema:
moglich ist? Die Funktion und alle benétigten Ableitungen:

U(l) = 21+507“
U ' (l) = 92— 5(1)2'”
U ”(l) — 10]21'(

Berechne die Nullstellen der 1. Ableitung:
Setze U '(I)=0:

2—5(1)21T =0 |-
217-50t = 0 | +50m
217 = 50m | =2
P o= 25w |V
l,, = =£V25m
I, = +5Vm
I, = 5Vn
I, = —5vm

Untersuche die Stelle 7 =5+

U''(5vyw)> 0 = Tiefpunkt an der Stelle / = 5w

Untersuche die Stelle / = —5V: B

U''(=5+v1) <0 = Hochpunkt an der Stelle /= —5ym

Untersuchung der Randwerte:

Fir /-0, 0</ geht U'(l/)—> o und fir /[—o geht U'(/)>x.

Damit hat U a\r/1_der Stelle /=5 ein globales Minimum auf D .
S5+VT

Ergebnis: (~8,8623)
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Nr. Aufgabe Losung
10| Die Oberflache einer Term:
Dose ist _d’
0=1200cm’ . [ V=—4gh
Welchen ) _ d
Durchmesser Nebenbedingungen: 1200 =Tt d h+5
muss die Definitionsbereich: 0<d , 0<h
Dose haben, Zielfunktion: nd?
damit das = h
Volumen maximal ist? 4
_ md*(1200 d
T 4 \md 2
— _ T 43
= 300d g d
= —%d3+300d
Extrema:
Die Funktion und alle bendtigten Ableitungen:
vid) = —%d3+300d
vid) = —3?“01#300
x _3m
V''(d) ) d

Berechne die Nullstellen der 1. Ableitung:
Setze U'(l)=0:

—%"dzﬂoo =0 | =300
3 3T
2% = =300 s
; R
o= 2y
TT
800
d, = = .
d, = +20/2
7Tl'
d, = 20,2
TT
d, = —20/2
TT

Untersuche die Stelle d = 20\/2:

T

Vv’ '(20\/%) < 0 = Hochpunkt an der Stelle d = 20@

Untersuche die Stelle d = —20\/%:

V' '(—20\/2) >0 = Tiefpunkt an der Stelle d = —20\/z
TT T

Aufgaben: Optimieren und Modellieren
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Nr. Aufgabe Losung
Uberpriifung der Randwerte:
V(0)=0 < 4000\/5:1/(20\/2) und fir d > geht V(d)— . Damit
Jr T
hat ' an der Stelle d:ZO\E ein globales Maximum auf D .
2
Ergebnis: 20\/11
(~15,9577)
11| Gesucht ist n€IN, flir das | Zielfunktion:
die Summe von » und s(n) = n+l
ihrem Kehrwert minimal U
ist. Extrema:
Die Funktion und alle benétigten Ableitungen:
s(n) = nt+t
n
s'(n) = 1—%
n
rr pa— 2
N n - —
(n) e
Berechne die Nullstellen der 1. Ableitung:
Setze s'(n)=0:
-L =0 |
n
-1 = 0 | +1
o= 1 | Y
n, = =Vl
n, = =l
n = 1
n, = -1
Untersuche die Stelle » = 1:
s"'(1)> 0 = Tiefpunkt an der Stelle n=1
Untersuche die Stelle n =—1:
s’ '(=1) <0 = Hochpunkt an der Stelle n =—1
Uberprifung der Randwerte:
Untersuche das Monotonieverhalten von s flr O<n :
Fir n—0 geht s'(n)—o undflir n—o geht s'(n)— o, damitist s vor
dem Tiefpunkt monoton fallend und nach dem Tiefpunkt monoton
steigend. Es folgt, dass s an der Stelle n=1 ein globales Minimum hat.
Ergebnis: 1
12 | Gesucht ist ein Punkt Term:

Aufgaben:

O(u | v) aufdem
Graphen von
f(x)=x’+1, dessen
Abstand zu P(1 | 1)
minimal ist.

Optimieren und Modellieren

D =V(u—1/+(v=1)
Nebenbedingungen: v = f(u) =u"+1
Zielfunktion: D) = Vu—1P+(v—1]

= Vu—1P+(w]

= Vu'—2u+1+u’

= Vu+u'—2u+1
Extrema: Mit dem GTR: ~0,5898 (grafische Lésung)
Ergebnis: ~0,5898

Il
=

|
—_
+
<
J’_
—_

|

_
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Nr. Aufgabe Losung
13 Term:
U=2(l+Tr)

[

Das Rechteck hat eine
Flache von 4=32m".
Wie lang muss r sein,
damit der Umfang der
Form so gering wie
moglich ist?

Nebenbedingungen: 32=1/-2r
Definitionsbereich: 0</, 0<r

Zielfunktion: U (r) = 2(I+mr)
= 2(E+TU’)
r
= 2+21'rr
,
= 21Tr—i-2
,
Extrema:
Die Funktion und alle bendtigten Ableitungen:
U(r) = 21'rr+2
,
U'(r) = 211—3—3
,
64
U”(l") = -

r
Berechne die Nullstellen der 1. Ableitung:
Setze U'(r)=0:

Z'rr—% =0 |-r2
r
2 =32 = 0 | +32
2 = 32 | =27
Po= 2
Tt

16

I, = % T

r,., = =4 1TL

rn = 4 1

TT

r, = —4 Tl'L

Untersuche die Stelle r = 4\/5:

U ”(4 i) > 0 = Tiefpunkt an der Stelle r = 4\/;T

T

Untersuche die Stelle r = —4 %:

U"(—4 \/g) <0 = Hochpunkt an der Stelle r = —4\/%

Uberpriifung der Randwerte:
Untersuche das Monotonieverhalten von U fir 0<r :

Fiir r—0 geht U'(r)—o und fiir »—w geht U'(r)—o , damit ist
U vor dem Tiefpunkt monoton fallend und danach monoton

steigend. Es folgt, dass U an der Stelle r:4\E ein globales

Minimum besitzt.

Aufgaben: Optimieren und Modellieren
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Nr. |Aufgabe

Losung

1

Ergebnis: 4 N
(~2,2568]

14 | Nebenste-
hende Form

hat eine Flache
von A=72m’.

Wie breit ist die
Form, wenn der|

Umfang
minimal ist?

Term:
U=1mr+2h+2r

2
Nebenbedingungen: 72 = %4—21’% und b=2r
Definitionsbereich: 0<r, 0<h
Zielfunktion: U(r) = mr+2h+2r

= nr+2(ﬁ—n7rr)+2r

r

Extrema:

Aufgaben: Optimieren und Modellieren
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Nr. Aufgabe Losung
Die Funktion und alle bendtigten Ableitungen:
Ulr) = nzﬂlwz
r
, +4 72
U (}") = JIT__Z
-
i _ 144
U''(r) —

r

Berechne die Nullstellen der 1. Ableitung:
Setze U'(r)=0:
n+4 72

2

—2 —7 =0 |'I"
ELLL B S | +72
n+d , . n+4
= 72 ‘ 5
2 144
T n+a N
144
I e
r, =12 —i4
T
1
r = 12 ~+d
1
r, =-12 m

Untersuche die Stelle » =124 L:
n+4
U''|124 L, 0 = Tiefpunkt an der Stelle » =12 L
n+4 n+4

Untersuche die Stelle » = —12 L.

n+4’

U”(—121 L) <0 = Hochpunkt an der Stelle » = —12 L
n+4 n+4

Uberpriifung der Randwerte:

Untersuche das Monotonieverhalten von U fur 0<r:

Fir »r—0 geht U'(r)—o undfir r—ow geht U'(r)—ow , damitist U
vor dem Tiefpunkt monoton fallend und nach dem Tiefpunkt monoton

steigend. Es folgt, dass U an der Stelle r = 12 n+4 ein globales

Minimum besitzt.
1

Ergebnis: 24 n+4
(~8,981)
15|Sei K, das Schaubild Zielfunktion: D(x) = f(x)—h(x)
2 2 1 7
von f(x)=—=x"+x+2 - _£.2 (12t
f 9 9x +x+2 (3x 3x—i—2
und K, das Schaubild 5, 10
1, 7 —gX X
von h(x)==x"——x+2 9 3
3 3. Extrema:
An welcher Stelle ist der
Aufgaben: Optimieren und Modellieren -14 - © 2009 Henrik Horstmann




Nr. Aufgabe Losung
Abstand von K ;und K, Die Funktion und alle bendtigten Ableitungen:
im Intervall [0; 6] am _ _5..10
gréRten? D(x) = g T3
10 10
D’ ——xt+—
(x) o XT3
r — _E
D(x) = -5
Berechne die Nullstellen der 1. Ableitung:
Setze D'(x)=0:
9 3 3
0 10 | (10
°o" 3 [\ 9
x = 3
Untersuche die Stelle x = 3:
__D"(S) <0 = Hochpunkt an der Stelle x =3
Uberprifung der Randwerte:
Da D(x) eine nach unten geoffnete Parabel ist, hat D(x) an der Stelle
x=3 ein globales Maximum.
Ergebnis: 3
16 | Die Oberflache einer Term:
Dose ist 0=1200cm’ . I =2md+h
Welchen  ______ : . — d
Durch- e o Nebenbedingungen: 1200 =t d (h+ > )
messer : Definitionsbereich: 0<d , 0<h
muss die . =| | Zielfunktion: [/(d) = 2md+h
Dose : 1200 d
haben, Ema= s - = 2md+—r—>
damit die e
- 4mt—1 1200
Lange der > d+ d

Schweillnaht minimal ist?

Extrema:

Aufgaben:

Optimieren und Modellieren
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Nr. |Aufgabe

Losung

Die Funktion und alle benétigten Ableitungen:

l(d) — 4T[2—1d+ 1;(‘)10
, _ 4m—1_ 1200
1'd) = 5 e
2400
l/l d pa—
(d) e

Berechne die Nullstellen der 1. Ableitung:
Setze 1'(d)=0:

4n—1 1200 )
g =0 | -d
4n—1 ., 1200 _ 1200
2 d——= = 0 ‘+ =
4n—1d2 1200 L4n—1
2 - 2
e ZiOO |\/—
4n—m
2400
d =
b2 4*—x
6
d =+20
b2 47’ —n
d, = 20,—2
41" —m1
6
d, =-20
: 41’ —m
Untersuche die Stelle 4 = 20 26 :
4n"—m
1'"20 26 > (0 = Tiefpunkt an der Stelle d =20 ?
4n°—m1 4 —m

Untersuche die Stelle d = —20 6 :
dn—1

1" =20y ? < 0 = Hochpunkt an der Stelle d =-20 ?
4 —m 4 —m

Uberpriifung der Randwerte:

Untersuche das Monotonieverhalten von (d) fir 0<d :

Fur d -0 geht /(d)—o und fir d - geht /(d)—oo . Damitist /(d)
vor dem Tiefpunkt monoton fallend und danach monoton steigend. Es

folgt, dass /(d) an der Stelle d =20 2 26 ein globales Minimum

T —7T
besitzt.
6
20— —
Ergebnis: 4" —m
(~8,127)
Aufgaben: Optimieren und Modellieren -16 - © 2009 Henrik Horstmann



