[Berl‘jhren und senkrecht schneiden (Aufgaben) ]

Aufgabe 1

Das nebenstehende Schaubild zeigt die Graphen K, und K, der

Funktionen f(x):%x2+%x+% und h(x):—%(x3+5 x’+3x—1] . Zeigen Sie,

dass K, und K, zwei gemeinsame Punkte haben und nur einer von ihnen
ein BertUhrpunkt ist.

Loésung:
Bestimme die Schnittpunkte von K, und X, :
1 5.3 2.9 1 2
Setze f(x)=h(x) = f(x)—h(x)=0 = 7 +Ex +Zx:0 = Zx(x +6x+9):0

nach dem Satz vom Nullprodukt ist x=0 V x*+6x+9=0

X’+6x+9 = 0
Setze a=1, b=6, ¢=9 in die Losungsformel ein:

—6+y[6]’—4-1-9

X3 =

2-1
_ —6%4/36-36
B 2
_ =60
B 2
. —6%0
B 2

x, =-3

x, =-3

damit haben K, und K, zwei gemeinsame Punkte.
Zeige, dass nur einer von beiden ein Beruhrpunkt ist:

Bilde von beiden Funktionen die 1. Ableitung:
f’(x):%(x+3) und h'(x):—%(3x2+10x+3)
Setze x=—3 und x=0 in f'(x) und A'(x) ein:

f(=3)=0] Beriihrpunkt an der Stelle x=-3

h'(=3)=0
f”m):% - _
. ,(0):_2 = kein Berlhrpunkt an der Stelle x=0
4
Aufgabe 2

Wo bertihren sich die Graphenvon f und 4 ?
2

f(x)== und h(x):—lx2+l

X 8

Lésung:
Suche die Stellen, an denen die Graphen von f und /% gemeinsame Punkte haben:
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Setze f(x)=h(x) = 0=h(x)-f(x) = Oz—éx2+1_%

Gleichung mit x? auf beiden Seiten multiplizieren:

1
0:—§ x*+x’—2 Lése die Gleichung mit Hilfe von Substitution auf:

deieo = 0 | -8

8
—x*+8x’=16 = 0 | Substitution: x*-u
—u*+8u—16 = 0

Setze a=—1, b=8, ¢=—16 in die Losungsformel ein:
—8+(8 —4-(—1)-(~16)

U, = 2'(_1)
_ —8+y/64-64
B -2
_ —8%y0
B -2
. —8=0
- -2

u, = 4

u, = 4

Riicksubstitution: u=x”
u, - X = 4 |\/_

X1,2 =4
X, =*2
x, = 2
x, =-2
u, > x = 4 ’\/—
X34 =4
Xy, =2
X, = 2
x, =-2

Prufe, ob beide Graphen an x=-2 und x=2 jeweils die gleiche Steigung haben. Bilde dazu die 1. Ableitung
von fund 4 :

f’(x)Z—i3 und h'(x)=—+x
X 4

Setze x;=—2 und x,=2 in f'(x) und &'(x) ein:

1

f'(—z)zi
= Belhrpunkt an der Stelle x,=—2

hi(—2)=+

2

1

f'(z):—E

= BeuUhrpunkt an der Stelle x,=2
1
h’(—z):—a
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Aufgabe 3

Sei K, der Graphvon f und K, der Graph von # . Zeigen Sie, dass die Kurve K, firalle x€R oberhalb
der Kurve K, liegt (Lage der Kurven zueinander). Es ist f (x)=cos(x)+1 und h(x)=x*+2, x€R .

Ldsung:
Wenn K, oberhalb von K, liegt, dann diirfen sich K, und K, nicht schneiden:

Prufe auf gemeinsame Kurvenpunkte:

Setze f(x)=h(x) = cos(x)+1=x’+2 = cos(x)—x’=1.Da cos(x)<1 fir xeR ist, kann nur x=0 eine
L6sung der Gleichung sein.

Prife, ob x=0 Berihrpunkte (d.h. keine echten Schnittpunkte) sind:
Bilde von f und % die 1. Ableitung:
f’(x):—sin(x) und 4'(x)=2x

Setze x=0 in f'(x) und A'(x) ein:

S'(0)=0] " Beriihrpunkt an der Stelle x=0
1'(0)=0

Daraus folgt zusammen mit der Stetigkeit der beiden Funktionen, dass eine der beiden Kurven fir alle x€R
oberhalb der anderen Kurve liegt. Priife, ob K, firalle xR oberhalb der Kurve K, liegt:

Wahle fur die Prifung eine beliebige Stelle ungleich der Bertihrstellen: x=x
f(n)=0<10,87~m"+2=h(m)

Somit liegt die Kurve K, furalle xR oberhalb der Kurve K.

Aufgabe 4

Bestimmen Sie die Koeffizienten a und ¢ so, dass sich die Kurvenvon f und %~ an der Stelle x=1
berthren.

1

9(2x2—13x—7)

f(x)=ae"'=x+c¢ (a,c€R) und h(x)=

Ldsung:

Sei K, die Kurve von f und K, die Kurve von % . Wennsich K, und K, ander Stelle x=1 berihren,
dann muss gelten:

1. K,und K, haben an der Stelle x=1 die gleiche Steigung.
2. K, und K, haben an der Stelle x=1 einen gemeinsamen Kurvenpunkt.

Bestimme die Steigung von K, an der Stelle x=1 mit Hilfe der 1. Ableitung von # :
h’(x):—é(4x—13), h'(1)=1

Die 1. Ableitung von f ist f’(x):aex_l—l LEsqilt £'(1)=1 = a—-1=1 = a=2.
Gemeinsamer Kurvenpunkt an der Stelle x=1: A(1)=2 = f(1)=2:
f(1)=2e"-1+c¢=2 = l+c=2 =c=1

Damitist f(x)=ae" '—x+1 .
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